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РОЗРОБКА АЛГОРИТМУ ПОБУДОВИ МОДЕЛІ ДИНАМІКИ ВАГОНА МАГЛЕВ ПОЇЗДА

Основними вимогами до моделі системної динаміки є: актуальність, результативність, достовірність, еко-
номічність, системність, оглядність, інформаційність. Найбільшою мірою таким вимогам відповідають моделі, які 
отримують тензорними методами.

Характер задач, при вирішенні яких передбачається використовувати методику, що розробляється, а також 
структури їх об'єктів дослідження свідчать про те, що в якості їхніх розрахункових схем можуть бути прийняті агре-
гати механічних і електромагнітних інерційних елементів, які взаємодіють через елементи податливі.

У якості мети дослідження було обрано подальший розвиток методики тензорного моделювання рухів маглев 
поїздів, на прикладі їхнього вагона, з урахуванням наявності у ньому детермінуючих руху – механічних і електромагніт-
них – елементів.

До об'єднання в агрегат, що приймається як розрахункова схема об'єкта розгляду, опорні елементи цієї схеми 
нічим не з'єднані, їх рухи нічим не обмежені. Після сполучення, на рухи елементів накладаються обмеження, які відобра-
жаються рівняннями зв'яів. Структура агрегату описується його структурною матрицею. Розрахункова схема вагона 
є агрегатом ідеальних інерційних елементів, з'єднаних згідно зі структурною матрицею.

Рухи як відокремленого опорного тіла, та і їх несполученого конгломерату описуються тензорними рівняннями. 
Для урахування структури розрахункової схеми, рівняння, що описують рухи незв'язаної сукупності опорних тіл, згор-
таються зі структурною матрицею агрегату. Результуюча модель динаміки вагона – також тензорна і може бути 
легко перетворена до іншої структури сполучення шляхом згортки з матрицею переходу від попередньої структури 
сполучення опорних тіл до наступної.

Основою побудови моделі руху вагона є рівняння, що описують динаміку опорних тіл, а також структурна 
матриця агрегату, яка відображає його структуру. Така модель відповідає вимогам холістичного врахування як пара-
метричної, так і структурної організації об'єкта, що розглядається. Розроблювана методика її побудови може з успі-
хом використовуватися під час досліджень зазначеного типу поїздів.

Ключові слова: маглев поїзд, модель руху, розрахункова схема, опорне тіло, структурна матриця, тензорні 
методи, згортка.

Polyakov V. О., Poslavsky S. Yu. Development of a maglev train’s carriage’s dynamic’s model constructing algorithm
The main requirements for a system dynamics model are: relevance, effectiveness, reliability, cost-effectiveness, system-

aticity, accessibility for review, and informativeness. To the greatest extent, models obtained using tensor methods meet these 
requirements.

The nature of the problems, in the solution of which it is planned to use the developed methodology, as well as the structure 
of their object of study, indicate that an aggregate of mechanical and electromagnetic inertial elements that interact through 
flexible ones can be adopted as its calculation scheme.

The aim of the research was to further develop the method of maglev train's motion's tensor modeling using the example 
of its carriage, taking into account the presence of mechanical and electromagnetic elements which determine its movement.

Before being combined into an aggregate, which is accepted as the design scheme of the object under consideration, the 
supporting elements of this scheme are not connected in any way, their movements are not restricted in any way. After coupling, 
constraints are imposed on the movements of the elements, which are reflected by the bond equations. The structure of an aggre-
gate is described by its structural matrix. The design scheme of the carriage is an aggregate of ideal inertial elements connected 
according to a structural matrix.
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The motions of both a separate support body and their non-conjugated conglomerate are described by tensor equations. 
To take into account the structure of a wagon's calculation scheme, the equations describing the movements of an unconnected 
set of support bodies are convoluted with the structural matrix of the unit. The resulting carriage's dynamics model is also tensor 
and can be easily converted to another coupling structure by convolution with the transition matrix from the previous support 
body coupling structure to the next.

The basis for building a carriage's motion model is the equations describing the dynamics of the supporting bodies, as 
well as the structural matrix of the unit, which reflects its structure. Such a model meets the requirements of holistic consider-
ation of both the parametric and structural organization of the object under consideration. The developed methodology for its 
construction can be successfully used when researching such trains dynamics.

Key words: maglev train, motion model, calculation scheme, support body, structural matrix, tensor methods, convolution.

Постановка проблеми. Маглев поїзда, в порівнянні з багатьма іншими видами транспорту, мають 
безліч переваг: висока швидкість пасажирських і вантажних перевезень, безконтактність рушіїв, високі 
економічність і керованість двигунів, екологічність, безпека, досить швидка окупність капітальних витрат 
і низькі витрати експлуатаційні. У той же час, побудова бажаних керованих рухів цих поїздів у різних їх 
експлуатаційних режимах – проблема вельми не тривіальна. Побудова кожного з таких рухів у своїй основі, 
безумовно, має модель динаміки не керованої – природної. Тому актуальність розробки та подальшого роз-
витку алгоритмів побудови моделей, у тому числі, природної динаміки маглев поїздів та їх елементів з часом 
все підвищується.

Аналіз рівня дослідженості проблеми. Рух маглів поїздів, як складних динамічних систем, підда-
ється багатосторонньому дослідженню [1-6]. Проте, зазвичай, такі дослідження мають або експерименталь-
ний, або імітаційний характер. Дослідження ж аналітичного та чисельного характеру для таких систем або 
не проводяться зовсім, або опис результатів таких досліджень не наводиться у відкритій пресі. У роботах [7, 
8] було наведено абрисний опис парадигми тензорного моделювання динаміки системи, що розглядається, 
але лише з урахуванням в ній механічних елементів і без повного опису елементів розробленої методики 
моделювання.

Метою дослідження є подальший розвиток методики тензорного моделювання рухів маглев поїзда, 
на прикладі його вагона, з урахуванням наявності в ньому основних – механічних та електромагнітних – 
елементів.

Виклад основного матеріалу дослідження. Основними вимогами до моделі системної динаміки є: 
актуальність, результативність, достовірність, економічність, системність, доступність для огляду, інформа-
ційність [7]. Найбільшою мірою таким вимогам відповідають моделі, які отримують тензорними методами [9].

Урахування характеру задач, при вирішенні яких передбачається використовувати методику, що роз-
робляється, а також структури їхнього об'єкта дослідження призводить до висновку про те, що в якості його 
розрахункової схеми може бути прийнятий агрегат механічних і електромагнітних інерційних елементів, 
що взаємодіють через елементи податливі. Ступінь глобальності цих елементів залежить від цілей та умов 
дослідження і обмежена лише тим, що агрегування можливе аж до імітації усієї системи одним елементом, 
а декомпозиція – до рівня фізичних фреймів. Під останніми будемо розуміти функціональні елементи, кожен 
з яких необхідний і достатній для представлення класу якісно однотипних об'єктів. Ідеальні тверді тіла, 
пружності та демпфери вважатимемо фреймами механічної природи, а ідеальні індуктивності, ємності та 
омічні опори – електромагнітної.

До об'єднання в агрегат елементи розрахункової схеми нічим не з'єднані, їх рухи нічим не обмежені. 
Конфігурація сукупності визначається опорними координатами

� �� � �[ , ],1 N                                                                          (1)
де N  – кількість таких координат.
Після сполучення, на рухи елементів накладаються обмеження, які відображаються рівняннями зв'яз-

ків. Вважатимемо їх голономними склерономними
� � � � �� � �� � � �( ) [ , ], [ , ],1 1N �                                                         (2)

де � �� � �[ , ]1 �  – узагальнені координати системи;
Λ  – кількість її ступенів волі.
Тобто елементи з'єднані згідно з структурою агрегату, що визначається його структурною матрицею 

[10]:

S N�
�
�

� � �
�
�

� �
�

� [ , ], [ , ].1 1 �                                                               (3)

Ідеальні (безінерційні) податливі елементи розрахункової схеми можуть бути враховані шляхом запро-
вадження узагальнених сил, що виникають за зміни їх стану. Зазвичай, прийнято вважати, що це сили є про-
порційними значенням і швидкостям зміни величин, які характеризують стани зазначених елементів:
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E D� � � � � �� � � � � �
�

k n� � [ , ],1                                                             (4)

де E� � �, ,� �
�

 – узагальнена сила в µ -ому елементі, значення та швидкість зміни величини, що харак-
теризує його стан;

k nµ µ, ; D  – коефіцієнти пропорційності, а також кількість податливих елементів у розрахунковій схемі 
вагона.

Використовуючи будь-яку систему електромеханічних аналогій [11], кожної з величин, що входять до 
(4), може бути надана фізична інтерпретація. Наприклад, у першій з таких систем:

– для механічного податливого елемента:
Eµ  – сила, або момент;
� �� �,

�

 – значення та швидкість зміни деформації;
k nµ µ,  –жорсткість та коефіцієнт в'язкого опору;
– для електромагнітного елемента:
Eµ  – прикладена до нього електрична напруга;
� �� �,

�

 – заряд та струм через елемент;
k nµ µ,  – його ж інверсна ємність та омічний опір.
При такій постановці, розрахункова схема системи являє собою агрегат ідеальних інерційних елемен-

тів, з'єднаних згідно структурної матриці S . На кожен із цих елементів через в'язі, у їх взаємодії з податли-
вими елементами, діють узагальнені сили реакцій:

R R E J H� � � � �� � � �( ) [ , ], [ , ],1 1                                                           (5)
де J H,  – число в'язів, накладених на інерційний елемент, і кількість взаємодіючих із ним елементів 

податливих.
Ззовні на інерційний елемент діють узагальнені сили:

W W V� � �� � �� � � �( ) [ , ], [ , ],1 1 �                                                           (6)
де V, [ , ],� �� � � 1 A �  – число шляхів взаємодії інерційного елемента із середовищем, параметри сере-

довища та кількість таких параметрів.
З використанням принципу звільнення від в'язів, а також узагальненої теореми Пуансо [12], система 

сил, що діє на j-ий інерційний елемент, може бути приведена до їх головного вектора
F F R W J Vj j� � � �( , ) [ , ], [ , ]� � � �1 1                                                           (7)

та головного моменту
M M R W J Vj j� � � �( , ) [ , ], [ , ].� � � �1 1                                                       (8)

Тоді рух i -го інерційного елемента розрахункової схеми може бути описано рівнянням [13]
fi i i i i i��

�
� ��

� �
�� � � � � �� � � � � � �  � �, , , [ , ],1 G                                                   (9)

де fi i�� � �� � � �, , , [ , ],� � � 1 G  – розширений тензор інерції елемента та його триндексний символ 
Крістоффеля першого роду;

� � ��
�i i� � � �[ , ], , [ , ]1 1G G G�  – його ж опорні координати, їх число та відповідні узагальнені сили.

Справедливими є також співвідношення [13]
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Крім того
� �i i i i� � �� � �( , ) [ , ].F M G1                                                            (11)

Інтерпретація та вид залежностей елементів рівнянь (9) від параметрів інерційного елемента визнача-
ється його природою.

Для i -го твердого тіла (механічного фрейму), G = 6  та його динаміку зручно описувати з використан-
ням правих ортонормованих тріедрів:

OX p p� �[ , ]1 3  – абсолютного (інерційного); i rrCZ � �[ , ]1 3  – жорстко пов'язаного з розглянутим тілом. 
Осі останнього тріедра збігаються з головними центральними осями тіла. Взаємна орієнтація цих тріедрів 
визначима за допомогою напрямних косинусів:

x

z u
i p

i r irp

A

A

,                                                                            (12)
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де x z p ri p i rA A, , [ , ]� � 1 3  – декартові координати точки A  тіла у цих тріедрах;
u r pirp� �, [ , ]1 3  – матриця перетворення координат з-поміж них.
Після введення координат � ��

i� �[ , ]1 6

�i ix
1

1� C ;  �i ix
2

2� C ;  �i ix
3

3� C ;

� � � � � �i i i i i i
4 5 6� � �



; ; , .                                                                (13)

отримуємо
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f f f

f f

f f
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i i i
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i i
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44 45 46

54 55

64 66

0
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;                                                 (14)

f I I Ii i i i i i i44 11
2

22
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33
2� � � � � � �( cos sin ) cos sin( ) ( ) ( ) ( )

 

� � � �i ;

f f I Ii i i i i i i45 54 11 22� � � � � �( ) cos sin cos ;

 � � �  f f Ii i i i46 64 33� � �sin ;�

f I Ii i i i i55 11
2

22
2� � � �sin cos ;( ) ( )

 � �  f Ii i66 33= ;                                               (15)

ненульові елементи �i� �� � � �, , , [ , ]� � 1 6

� �i i i i i i iI I I4 45 4 54 33 11
2

22
2

, ,
( ) ( )[ ( cos sin )] sin� � � � � � � 

� � �ii i�cos ;�

� �i i i i i i iI I4 46 4 64 22 11
2

, ,
( )( ) cos sin cos ;� � � � � �

 � � �

�i i i i i iI I4 55 22 11, ( ) sin sin cos ;� � � � �

 � � �

� �i i i i i i iI I I4 56 4 65 33 11 22
2 20 5, ,

( ) ( ), [ ( ) (cos sin )]� � � � � � � � � ��cos ;�i

�i i i i i i iI I I5 44 33 11
2

22
2

,
( ) ( )[ ( cos sin )] sin cos� � � � � � � � 

 � � � ��i ;

� �i i i i i i iI I I5 46 5 64 11 22
2 2

330 5, ,
( ) ( ), [( ) (cos sin ) ]� � � � � � � � � ��cos ;�i

� �i i i i i iI I5 56 5 65 11 22, , ( ) sin cos ;� � � � � � �

�i i i i i iI I6 44 11 22
2

,
( )( ) cos sin cos ;� � � � �

 � � �

� �i i i i i i iI I I6 45 6 54 33 11 22
2 20 5, ,

( ) ( ), [ ( ) (cos sin )]� � � � � � � � � ��cos ;�i

�i i i i iI I6 55 22 11, ( ) sin cos .� � � � � �                                                          (16)

� i iX iX iX i i i� �
� � �F F F M M M

T

1 2 3 1 2 3 ;                                                      (17)

M M M MZ Z Zi i i i i i i i1 1 2 3
� � � � � � � �( cos sin ) cos sin ; 

 � � � �

M M MZ Zi i i i i2 1 2
� � � � �sin cos ; � �  M M Zi i3 3

� � .                                               (18)
У виразах (13)-(18) позначено:
xiC� �� �[ , ]1 3  – координати центру мас тіла в інерційній системі OX p p� �[ , ]1 3 ;
mi i i i i; [ , ]; , ,I Z� � � � �� � 1 3 



  – його маса, головні центральні моменти інерції, а також ейлерові кути щодо 
тієї самої системи відліку;

F MX Zi i� � �, [ , ]� � 1 3  – задані в інерційній та зв'язаній системах координат, приведені до центру інерції 
тіла головний вектор та головний момент доданих до нього зовнішніх сил.

Для електромагнітного інерційного кадру, приймаючи
�i iq

1 � ,                                                                                (19)
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маємо
fi i�� � �� � �L , ;1                                                                     (20)

�i� �� � � �, , ;� � � �0 1                                                                  (21)

� i i� �� �U , .1                                                                        (22)
У виразах (19)–(22) позначено:
qi i i, ,L U  – заряд, що протікає через поперечний переріз фрейму, його індуктивність, а також прикла-

дена до нього напруга.
Використовуючи вираз (9), рух агрегату, що є розрахунковою схемою вагона, можна описати тензор-

ним рівнянням виду:
b N��

�
� ��

� �
�� � � � � �� � � � � � �  B Q, , , [ , ],1                                                   (23)

b f f f�� �� �� �� � � � � �� � � �diag N G{ , , ... , } , , [ , ]; , [ , ];1 2 1 1�                                                           (24)

B diag� �� � �� � �� � ��, , , ,{[ ], [ ], . . . , [ ]}� � � ��1 2

� � �� � � � � �, , [ , ]; , , [ , ];1 1N G                                                             (25)

Q N G� � � � � �� � � �� � ��1 2 1 1. . . [ , ]; [ , ],
T                                                (26)

де b�� � �� � � �, , , [ , ],B N� � 1  – тензор інерції агрегату та його триндексний символ Крістоффеля в коор-
динатах � �� � �[ , ]1 N ;

Q N� �� �[ , ]1  – узагальнені сили, що відповідають цим координатам;
Φ  – кількість інерційних елементів у розрахунковій схемі вагона.
Рівняння (23) тензорні. Тому вони інваріантні до перетворень координат. Тобто в узагальнених коорди-

натах � �� � �[ , ]1 �  форма моделі руху вагона матиме вигляд, аналогічний (23). Зміняться, з використанням 
матриці перетворення S , лише вирази елементів моделі.

З рівнянь зв'язків (2) випливає, що

�
�
�

� � �
� �

�

�� �

�
�
�

� � � �[ , ], [ , ];1 1N �                                                         (27)



  �
�
�

�
�

� �
� � � � ��

�

�
�

�

� �
� ��

�
�

� �
�

� �
� � � � �

2

1 1[ , ]; , [ , ].N �                                         (28)

Помножуючи обидві частини рівняння (23) на структурну матрицю (3), зі згорткою по α , приходимо 
до рівнянь:

b��

�

�
�

�

� � ��
� �

�

� �
�
�

�
�
�

� �
�
�

�
�
�

� �
�
�

� � � �
�
�

�  B Q, . � � �� � � �, , [ , ]; [ , ]1 1N � .                 (29)

Врахування ж співвідношень (7), (8), (11) і (26) дозволяє записати:
Q Q R W N J V� � � � � � �� � � � �( , ) [ , ]; [ , ]; [ , ],1 1 1                                               (30)

де  J V,  – число в'язів, накладених на елементи розрахункової схеми, а також шляхів їх взаємодії із 
зовнішнім середовищем. З урахуванням теореми про ідеальність в'язів [12]:

�
�

� � � � � �
�
�

� � �
�

� � �Q R N J( ) [ , ], [ , ], [ , ],0 1 1 1�                                              (31)

рівняння (29) набувають вигляду:

b W��

�

�
�

�

� � ��
� �

�

� � �
�
�

�
�
�

� �
�
�

�
�
�

� �
�
�

� � � �
�
�

�  B Q, ( )

� � � �� � � � �, , [ , ]; [ , ]; [ , ].1 1 1N V�                                                       (32)
Підстановка виразів (27) та (28) у рівняння (32), після введення додаткових позначень:

c b�� ��

�

�

�

�

�
�

�
�

� � � �� �
�
�

�
�
�

� � �, [ , ]; , [ , ];1 1N �                                                 (33)
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C B� �� ��

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� � ��
�
�

�
� �

�
�

�
�

�
�б b� �

�
�

�
�

� �
�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
2

,

� � � � � �, , [ , ]; , , [ , ];� 1 1N �                                                                (34)

Y Q W N V�

�

� � �
�
�

� � ��
�
�

� � � � �( ) [ , ]; [ , ]; [ , ]1 1 1�  ,                                          (35)

дозволяє привести модель природного руху вагона маглев поїзда, записану в узагальнених координа-
тах � �� � �[ , ],1 �  до вигляду

c��
�

� ��
� �

�� � � � � �� � � � � � �  C Y, , , [ , ],1 �                                                   (36)

де c�� � �� � � � �, , , , [ , ],C Y � � 1 �  – коваріантний метричний тензор агрегату, що є розрахунковою схемою 
вагона, триіндексний символ Крістофеля першого роду зазначеного агрегату в координатах � �� � �[ , ]1 � , 
а також узагальнені сили, що відповідають цим координатам.

Може бути показано [13,14], що, аналогічно (10):

C� ��
��
�

��
�

��
�� � �

� � �, , , , [ , ].� �
�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � �0 5 1

c c c
�                                              (37)

Основою побудови моделі руху (36) є рівняння (23), які описують базову динаміку системи, що дослі-
джується, а також матриця перетворення (3), яка відображає структуру її агрегату. Тому отримана модель 
відповідає вимогам холістичного врахування як параметричної, так і структурної організації вагона, що 
розглядається. Тензорний характер моделі (36) дозволяє будувати та перебудовувати модель руху у будь-якій 
системі координат � �� � �[ , ]1 � , тобто – для будь-якої структури розрахункової схеми вагона.

Висновки дослідження та перспективи його продовження. У дослідженні, на прикладі вагона маглев 
поїзда, виконано розвиток методики тензорного моделювання його динаміки. Продемонстровано переваги 
такої методики порівняно з іншими, загальноприйнятими. У структурі об'єкта розгляду враховано наявність 
основних, значущих для його рухів – механічних і електромагнітних – елементів. Методика, що розробля-
ється, може з успіхом використовуватися при дослідженнях динаміки, зокрема, зазначеного типу поїздів. Це 
сприятиме спрощенню та полегшенню таких досліджень, а також підвищенню якості їх результатів.
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