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ПРОЦЕДУРНА ГЕНЕРАЦІЯ У ЧОТИРИВИМІРНОМУ ПРОСТОРІ:  
ВІД 4D ГРАДІЄНТНОГО ШУМУ ДО ВІЗУАЛІЗАЦІЇ КВАТЕРНІОННИХ ФРАКТАЛІВ

У статті запропоновано комплексний огляд методів процедурної генерації контенту (PCG) у чотиривимірному 
(4D) просторі, що є актуальним напрямом у сучасній комп'ютерній графіці. Розглянуто теоретичні та практичні аспекти 
використання четвертого виміру як інструменту для створення складних анімацій та безшовних текстур. Формально 
визначено евклідовий 4D-простір та його математичні основи. На відміну від 3D, де обертання відбувається навколо 
осі, у 4D-просторі воно відбувається навколо площини, що допускає унікальне явище подвійних обертань4. Досліджено 
також геометрію 4-політопів, таких як тесеракт, межі якого складаються з 3D-многогранників. Детально проаналі-
зовано алгоритми градієнтного шуму, зокрема проведено порівняння класичного шуму Перліна з більш продуктивним та 
якісним симплекс-шумом. Показано, що гіперкубічна сітка шуму Перліна призводить до небажаних візуальних артефак-
тів та має високу обчислювальну складність O(n4), тоді як симплекс-шум (O(n2)) використовує більш ізотропну симплі-
ційну сітку. Досліджено методи генерації 4D-фрактальних структур, таких як множини Мандельброта та Жуліа, за 
допомогою алгебри кватерніонів. Ключовою властивістю алгебри кватерніонів є некомутативність множення, що доз-
воляє генерувати складні та асиметричні 4D-структури, неможливі у нижчих вимірах. Алгоритм генерації базується на 
ітераційній формулі, де кватерніонна множина Мандельброта визначається як множина констант C, для яких ітерація 
Z Z Cn n� � �1

2 ��  залишається обмеженою. Оскільки пряме сприйняття 4D-об'єктів неможливе, у роботі систематизовано 
ключові техніки візуалізації: 3D-нарізку (зрізи), ортографічні та перспективні проєкції, а також об'ємний рендеринг за 
допомогою променевого маршингу. Перспективна проєкція, створює відомий ефект "куба в кубі" для тесеракта, даючи 
відчуття глибини вздовж четвертої осі. Об'ємний рендеринг за допомогою променевого маршингу виявився особливо 
ефективним для неявно заданих поверхонь, оскільки він використовує функції знакових відстаней (SDF) для фотореа-
лістичної візуалізації. У висновках підсумовано поточний стан галузі та окреслено перспективні напрями досліджень, 
пов'язані з апаратним прискоренням на GPU та застосуванням генеративних моделей на основі ШІ.

Ключові слова: 4D-геометрія, процедурна генерація, градієнтний шум, симплекс-шум, кватерніонні фрактали, 
візуалізація, комп'ютерна графіка.

Novokhatko I. O., Fedotova N. A. Procedural generation in four-dimensional space: from 4D gradient noise to 
visualization of quaternion fractals

The article offers a comprehensive review of procedural content generation (PCG) methods in four-dimensional (4D) 
space, which is a relevant direction in modern computer graphics. The theoretical and practical aspects of using the fourth 
dimension as a tool for creating complex animations and seamless textures are considered. The Euclidean 4D space and its 
mathematical foundations are formally defined. Unlike 3D, where rotation occurs around an axis, in 4D space it occurs around a 
plane, which allows for the unique phenomenon of double rotations4. The geometry of 4-polytopes, such as the tesseract, whose 
boundaries consist of 3D polyhedra, is also studied. Gradient noise algorithms are analyzed in detail, in particular, a compari-
son of classical Perlin noise with more productive and high-quality simplex noise is carried out. It is shown that the hypercubic 
Perlin noise mesh leads to undesirable visual artifacts and has a high computational complexity of O(n4), while the simplex noise 
(O(n2)) uses a more isotropic simplicial mesh. Methods for generating 4D fractal structures, such as the Mandelbrot and Julia 
sets, using quaternion algebra are investigated. A key property of quaternion algebra is the noncommutativity of multiplication, 
which allows the generation of complex and asymmetric 4D structures that are not possible in lower dimensions. The generation 
algorithm is based on an iteration formula, where the Mandelbrot quaternion set is defined as the set of constants C for which the 
iteration Z Z Cn n� � �1

2� � �  remains bounded. Since direct perception of 4D objects is impossible, the paper systematizes key visual-
ization techniques: 3D slicing (slices), orthographic and perspective projections, and volumetric rendering using ray marching. 
Perspective projection creates the well-known "cube-in-cube" effect for the tesseract, giving a sense of depth along the fourth 
axis. Volumetric rendering using ray marching has been shown to be particularly effective for implicitly specified surfaces, as it 
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uses sign distance functions (SDFs) for photorealistic visualization. The conclusions summarize the current state of the art and 
outline promising research directions related to hardware acceleration on GPUs and the use of generative models based on AI.

Key words: 4D geometry, procedural generation, gradient noise, simplex noise, quaternion fractals, visualization, com-
puter graphics.

Постановка проблеми. Процедурна генерація контенту (PCG) є наріжним каменем сучасної комп’ю-
терної графіки та означає створення даних за допомогою алгоритмів, а не вручну [1]. Ця парадигма про-
понує значні переваги, зокрема здатність генерувати величезні та складні світи, текстури та моделі з ком-
пактних алгоритмічних описів, тим самим зменшуючи розміри файлів та накладні витрати на розробку [2]. 
Хоча PCG найчастіше застосовується у двох та трьох вимірах, розширення цих методів на чотиривимірний 
(4D) простір відкриває нові горизонти можливостей.

Метою цієї роботи є систематизація знань про процедурну генерацію в 4D, аналіз ключових алгорит-
мів та методів візуалізації. Мотивація для використання 4D-генерації полягає в її здатності вирішувати спе-
цифічні, складні проблеми, які важко розв'язати в трьох вимірах. Четвертий вимір, що часто позначається 
координатою 'w', може слугувати параметром для безперервної еволюції, найчастіше – часу [4]. Це дозволяє 
анімувати 3D-ефекти з ідеальною часовою когерентністю. Іншим потужним застосуванням є генерація без-
шовно замощуваних текстур шляхом відображення 2D-простору на замкнуту 4D-поверхню [6].

Виклад основного матеріалу. Математичні основи чотиривимірного простору.
Для розробки процедурних алгоритмів у 4D необхідне розуміння базової математичної структури. Чоти-

ривимірний евклідів простір, що позначається як R4, є прямим розширенням звичного тривимірного простору, 
але з геометричними властивостями, які часто є контрінтуїтивними [15]. Точка в R4 визначається кортежем.

Концепція обертання в 4D принципово відрізняється на відміну від 3D-простору, де обертання від-
бувається навколо осі (1D-підпростору), у 4D-просторі обертання відбувається навколо площини (2D-під-
простору). Ці обертання описуються бівекторами і допускають унікальне явище подвійних обертань – двох 
одночасних і незалежних обертань у взаємно ортогональних площинах [17].

Так само, як 3D-простір населений многогранниками, 4D-простір містить їхні аналоги – поліхори або 
4-політопи. Це 4D-об'єкти, межі яких складаються з 3D-многогранників. Існує шість правильних опуклих 
4-політопів, найвідомішим з яких є тесеракт (гіперкуб), що складається з 8 кубічних комірок [22]. Геометрія 
цих фігур лежить в основі багатьох алгоритмів генерації.

Алгоритми градієнтного шуму в 4D. Градієнтний шум є основою багатьох технік PCG, створюючи 
плавні, природні патерни. Його розширення до чотирьох вимірів є концептуально простим, але створює 
значні обчислювальні виклики.

Алгоритм шуму Перліна, розширений до 4D, працює на сітці 4D-гіперкубів (тесерактів), інтерполю-
ючи значення на основі градієнтних векторів у 16 вершинах навколишньої комірки [10]. Однак цей підхід 
має значні недоліки. Його обчислювальна складність O(n4) робить його занадто повільним для застосувань 
у реальному часі [5]. Крім того, гіперкубічна сітка призводить до візуальних артефактів, створюючи помітну 
упередженість уздовж осей координат, що робить шум менш природним на вигляд [28].

Для вирішення цих проблем був розроблений симплекс-шум [31]. Цей алгоритм використовує теселя-
цію простору симплексами (в 4D це 5-комірник) замість гіперкубів. Такий підхід забезпечує суттєві пере-
ваги. По-перше, обчислювальна складність зменшується до O(n2), оскільки в 4D потрібно обробити лише 
5 вершин замість 16, що значно прискорює обчислення [25]. По-друге, симпліційна сітка є більш ізотроп-
ною, що зменшує кількість артефактів напрямку та створює більш якісний та природний результат [28]. 
Таким чином, для будь-яких серйозних застосувань 4D-шуму, особливо в реальному часі, симплекс-шум 
є значно кращим вибором.

Кватерніонні фрактали: Множини Мандельброта та Жуліа. Іншим потужним інструментом PCG є фрак-
тали, що генерують нескінченну складність з простих ітераційних функцій. Класичні 2D-фрактали можна 
розширити до чотирьох вимірів за допомогою кватерніонів – системи числення, що має форму a bi cj dk�� �� ��+ + +  
[12]. Ключовою властивістю множення кватерніонів є його некомутативність ij ji≠ , що дозволяє створю-
вати складні, асиметричні 4D-структури [35].

Генерація 4D-фракталів відбувається за ітераційною формулою, аналогічною до 2D, наприклад, 
Z Z C де Z та Cn n� � �1

2�� �� � � � �,� � � �  – кватерніони [12]. Алгоритм часу виходу визначає, чи належить точка множині, 
ітеручи функцію доти, доки модуль точки не перевищить певного значення [38].

•	 Кватерніонні множини Жуліа: Для кожної фіксованої константи C створюється унікальна 4D-мно-
жина Жуліа [35].

•	 Кватерніонна множина Мандельброта: Це множина всіх констант C, для яких ітерація з початкової 
точки Z0 = 0 залишається обмеженою [38].

Методи візуалізації 4D-об'єктів
Оскільки людина не може безпосередньо сприймати чотири просторові виміри, для візуалізації 

4D-об'єктів необхідні методи зниження розмірності. Не існує єдиного "правильного" способу перегляду 
4D-об'єкта; комплексне розуміння вимагає поєднання кількох підходів.
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1.	3D-нарізка (перерізи): Це найбільш інтуїтивний метод, аналогічний МРТ-скануванню. 4D-об'єкт 
"нарізається" на послідовність 3D-зрізів шляхом фіксації однієї з координат (напр., w = const). Анімація зна-
чення цієї координати дозволяє побачити, як змінюється внутрішня структура об'єкта вздовж четвертої осі. 
Цей метод є чудовим інструментом для структурного аналізу, але показує лише одну частину об'єкта за раз, 
втрачаючи глобальний контекст [36].

2.	Проєкція: Цей метод "кидає тінь" 4D-об'єкта на 3D-простір для відображення його загальної топо-
логії. Перспективна проєкція створює відомий ефект "куба в кубі" для тесеракта, де дальші частини вигля-
дають меншими, що дає відчуття глибини по четвертій осі [21]. Стереографічна проєкція є більш складною 
технікою, яка є конформною (зберігає кути) і дозволяє "розгорнути" об'єкт для перегляду всієї його струк-
тури, хоча і зі значними спотвореннями [50].

3.	Об'ємний рендеринг (променевий маршинг): Це потужний сучасний метод для візуалізації неявно 
заданих об'єктів, як-от фрактали. Він використовує функції знакових відстаней (SDF), які визначають найко-
ротшу відстань до поверхні об'єкта, для ітеративного просування променів у просторі. Цей підхід дозволяє 
створювати фотореалістичні зображення з високоякісним затіненням та освітленням, ідеально підходячи 
для візуалізації складних поверхонь [52].

Обговорення та майбутні напрямки. Сфера 4D-процедурної генерації стикається з кількома викли-
ками та відкриває нові можливості для досліджень. Окрім розглянутих алгоритмів, існують і інші, напри-
клад, 4D-шум Ворлі, що створює коміркові структури [62], та 4D-клітинні автомати, здатні генерувати 
складні еволюціонуючі системи [64].

Основною перешкодою залишається висока обчислювальна вартість. Майбутні дослідження зосере-
джені на подоланні цієї проблеми шляхом перенесення процесу генерації на GPU та використання нових 
моделей програмування, як-от GPU work graphs, що краще підходять для динамічної логіки PCG [76].

Крім того, передовий край досліджень зміщується від жорстко закодованих алгоритмів до генератив-
них моделей на основі ШІ. Нейронні мережі, дифузійні моделі та неявні нейронні представлення (NeRFs) 
можуть "навчатися" правилам створення складних та узгоджених 4D-світів з даних, що потенційно може 
подолати однорідність класичних методів і запропонувати новий рівень керованості та різноманітності [73].

Висновки. У роботі представлено систематизований огляд методів процедурної генерації в чотириви-
мірному просторі. Було показано, що четвертий вимір є потужним концептуальним інструментом для вирі-
шення практичних завдань комп'ютерної графіки, зокрема для створення когерентної анімації та безшовних 
текстур.

Аналіз алгоритмів градієнтного шуму продемонстрував, що для будь-яких застосувань у реальному 
часі симплекс-шум має значні переваги над шумом Перліна з точки зору продуктивності та візуальної яко-
сті. Дослідження кватерніонних фракталів розкрило їхній потенціал для створення детермінованих струк-
тур нескінченної складності.

Справжній виклик полягає у візуалізації цих невидимих об'єктів, що вимагає комбінованого підходу 
з використанням нарізки для структурного аналізу, проєкції для топологічного розуміння та променевого 
маршингу для високоякісного рендерингу. Майбутнє цієї галузі лежить у перенесенні обчислень на GPU та 
інтеграції генеративних моделей на основі ШІ для створення ще багатших та складніших віртуальних світів.
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